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LAPLAS DONUSUMU

Zamanla degisen bir f(t) fonksiyonunun Laplas dontusumu

F(s) = / f(te 'dt s>0
0

lle elde edilir ve gosterimi: L{f(t)}

Diferansivel denklemlerin Coztiminde Laplace donustmu
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Laplas donusumu, diferansiyel denklemlerin cebirsel
iIfadelere donusturulerek cozumlerinin kolayca elde
eldilmesi amciyla kullanihr.

Teorem: Laplace donusumu lineer bir donusumdur.

Ispat: Bu donusumun lineer olamsi icin linner olma
sartlarini saglamasi gerekir;

1) L(f+9) = L£(f) + £(g)

2) L(cf)=c(f)

f | (f(t)+g(t))e ='dt = / f(t)e =t dt+ / g(t)e *dt
0 0 0

= F(s)+G(s)




/- cf()e dt = LT/- f(He dt = cL(f(t))
0 0

Lineer olmanin her iki sartini da sagladigi icin Laplas dontusumu
lineer bir dontsumdur.

Bazi Onemli Fonksiyvonlarin Laplas Donusumleri

Ornek: f(t) =1 Ise f(t) nin Laplas donusumi nedir? F(s) =7

o0 R R 1
_a . . _ e "t —1
le™*'dt = lim e~ tdt = |im = —




Ornek: e2tf(t) nin Laplas dontusimu nedir? L(e* f(t)) =7

(Bu ifadeye ustel dteleme de adi verilir.)

f,(Eatf(t}} _/ Eatf(f)f“_“qtdf _/ ‘f(t)‘;(a—s]fdt :/ f(f)E_(S_ﬂjtf_’Ef.
0 0 O

Savet s1 1= s — a sabit donusumu vyapilirsa

- / f(t)e tar = F(s1) = F(s — a)
0

Sonuc: Eger eatf(t) nin Laplas donusiumuni bulmak istiyvorsak
f(t)’'nin Laplas donusimunid alip s verine s-a yazmak veterli olur.

Ornek: et nin Laplas déniisiimi nedir?

L(e®)= L(e™ 1 = L£(1)

s.=5—n




Ornek: e@+ibt nin Laplas doniisimii nedir?

L:(E(Q_Hb)tj — ﬁ(E(a—I—JEﬂt - 1)= L(1) 1

si=s—(a+3b) =

s — (a+jb)

Ornek: cos(at) nin Laplas déniisiimi nedir?

E_;.?-m‘ _}_ E—jm‘

2

Cos(at)’nin euler donisumu: cosat =

.{:(CDS (1-f): L (Ejﬂj —ZE_LMf) — % [L':(E"mt) + E’(E_Jﬂt)}

\/
-

L(cosat) = % { L L } -

— . — 1T 5
s—ja s+ ja s? + a?

Benzer sekilde sin(at)’nin Laplas donusumiu:




Adi Diferansivel Denklemlerin Fonksivonlarin
Laplas D6nusumleri ve Cozumleri

y' 4+ Ay + By = u(t)
seklinde sabit katsayili adi diferansiyvel denklemlerin y(0) = o
ve y'(0) = y{j ilk kosullart altinda cozumleri Laplace donusumil

ile kolaylikla yapilabilir. Bunun icin oncelikle y(t) £, Yi(s) ile
Y(s) = iH seklinde hesaplanir. Daha sonrada

Y(s) Z5 y(t)

bulunur. Burada y(t) nin tirevleri mevcut oldugundan tlurev ve
integral islemlerinin Laplace donusumlerini oncelikle irdelemeliyiz.




L{f'()} = / e (H)dt
0

Kis. tlrev. ayirma=(Turev alma,integral al) —/ (Her ikisinide yap)
0

— e T f ()Y —/ —se ' f(t)dt
0

=0— f(0) + a/ f®e™dt = sF(s) — £(0)
0

| S —
F(s)
Ornek: - - - AP
" 2 _ 454 5 Ifadesinin ters Laplas dondsuminu
bulunuz.

1 1
L1 — 1
{52—4S+5} - {(5—2}2+1}




-1 1 _ Bizim 6rnegimizde s’in yerini s-2
' 211 " t=F(s)  almistir. O halde fonksiyonumuz
| F(s-2) dir.( a = 2)
L(e"f(t)) = F(s —a)

Bir fonksiyonu zaman ekseni tUzerinde kaydirirsak, o fonksiyonun
otelenmis halini elde ederiz.

Fonkisyonlarin negatif bélgedeki degisimleri bilinmiyor olabilir.

ylt)
o) _/ \ /

y(t) = f(t) t




Bu durumda f(t) fonksiyonunu pozitif zaman ekseni tzerinde c
kadar kaydirdigimizda f(t)’'nin negatif zaman ekseni tGzerinde
c kadar davranisina ihtiyacimiz ortaya cikar.

Bu kismi bilmedigimiz icin kaydirilimis fonksiyonun ilk ¢ birimlik
saresi sifir olmalidir.

Dolayisyla bunu olusturabilmek icin f(t) fonksiyonu c kadar
Otelenmis birim basamak fonksiyonu ile carpmamiz gerekir.

y(t)
A

F0)]----- - / m\_,/

w(t)

L)

y(t) = ut)f(t —c)




Teorem: CL{u(t)f(t—c)} =e “L{f({)} = e “F(s)

Ispat:

e

LAu(t)f(t—ec)} = / e u () f(t — c)dt = / e St f(t — c)dt
0

Burada ¢ ;= t—c donusumuntu yaparsak islemlerimiz kolaylasacaktir,
soyle Ki:

/ e~ f(t—c)dt = / e T F(Ode = e / e f(Q)de = e F ()
c 0 0

ornek: p(s) = =<~ fadesinin ters Laplas déniisuimunii bulunuz.

cHF(s) ==} =7

. 1 _ E_ES 1 L E—ES
c l{m)_ - }—;:,1{_2}—1! 1{ - }—f—uz(f)(f—z)

[t 0<t<?2




NOT: O — « arasinda tanimlanmis sint fonksiyonunu ele alalim.
Bu fonksiyonu /2 kadar zaman ekseninde saga dogru
itelersek, Laplas degeri:

£osint} — L{ugzmsin(t —w/2)}

£isint} — £{sin(t —7/2)} Degildir.

Ornek: sint 0 /4
/

(1) = {Sil’] t + cos(t —w/4)

Ifadesinin Laplas donisuimuni bulunuz.

t<
i .";. 4

¢

<
=

C{f(t)y= L{sint}~+ L{u, (1) cos(t —w/4)}

4 S 14 se /4
s2+1 s2 41 s2+1




Sicramali_Fonksiyonlarin Laplas Donusumleri

y(t)
A
| . 0 t<e
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Ornek: h(t) = ux(t)—u2-(t) t>=0 Fonksiyonunu giziniz.

0

Ornek: c£{u.(t)} =7

N & &) .
s e
LC{u(t)} —/ E_Sfu,_n(f)dt"/ e Stdt = —, s>0
0 c :




Ornek: tn ifadesinin Laplas dontisumiini bulunuz.  L£{t"} =7

-
i —at | =< E—Sf
the~stdt = t"—— —f nt" 1 dt
— S5
0 —= 1o 0

f_nt_:—sf f_n 1
lim =—" =0
f— o —5 er —5

Dikkat edilecek olursa t sonsuza giderken son kesirli ifadenin payi
ve paydasi sonsuza gitmektedir. Bu durumda L’hospital kurali
uygulanirsa kesirli ifadenin pay! n adimda sifira giderken payda

sabit kalmaktadir. Sonuc sifir olur.
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Ters Laplas Donusumileri

;;‘_1(1?(5}} = f(t)seklinde sembolize edilir. Kismi kesirlere
ayirma yontemi kullanilir, boylece karmasik
Ifadeler sadelestirilerek Laplas donusimiu
bilinen ifadeler haline donustarular.

Ornek: 1 ifadesinin ters Laplas déntsimuni bulunuz.

£t { s[s—1|—3j' } =7

1 1/3 , —1/3
—— L + ! : : TET ..
s(s +3) s To+3 Ternmlerin ayri ayr ters donusumlerini

alacak olursak;




B . 24541 : .. T T
rnek: ifadesinin ters Laplas donusimunt bulunuz.

G+ 17— 1)
-1 s2+s+1 _ -
(s+1)*(s — 1) |

s+s+1 —1f""2_+ A N 3/4
(s+12*(s-1) " (s+1)2 (s+1)  (s—1)

Esitligin her iki tarafi s in batin degerleri icin esit ise s=0 icinde
esittir. Bu durumda;

1 3 .
—1=——4+A4 - — |.'—1:1f4|
2+ 4

sf4+s+1 —1/2 n 1/4 n 3/4
(s+1(s-1) (s+1)? (s+1) (s-1)

g2 5 - —
pr) St — _0.5te”! + 0.25¢ 7 + 0.75¢!
(s+1)2(s—1)




= . 3s+2 . . e e e
brnek- ifadesinin ters Laplas donisimund bulunuz.

s2+ 42 + 20
;:,—1{ 3542 }:?
2+ 42+ 20

F(s) = 3s+ 2 — 3 s+ 2 B 4
VT G244 T (5+22+42 (s+2)2+42

Ters Laplas D6nusumiu
= 3e 2'cos4t — 4e “'sin4t

Hatirlama: acosrf 4+ bsinrf = ccos(rf — ¢)

f(t) = e *[3cos 4t — 4sin 4]

= e 2. 5. cos(4t + tan"1(4/3))

N0,

a




Yuksek Mertebeden Turevlerin Hesaplanmasi

C{f" ()} =7

()= [f'(1)]  seklinde yazilabilir.

c{f'(®)) = sL{f' @&} - (o)
= s[sF(s) — f(0)] - f(0)

= SF@) -sf@) - ST0)=0

=5°F(s) f(0)=0

e




Darbe (impuls) Fonksivonu

Darbe fonksiyonu sistemelerin davraniglari hakkinda bilgi
edinmek icin kullanihr.

Darbe fonksiyonu, kuvvetin, gerilimin veya benzer fonksiyonlarin
sisteme cok kisa sure icersinde cok blyuk degerler alacak sekilde
uygulanmasi ile olusturulur.

Istaka ile bilardo topuna vurmak buna ornek olabilir. Bu vurus
sonrasi topun dinamik davranigi, ilk degerleri sifir kabul edilen
bir sistemin darbe yaniti seklinde ele alinabilir.

Futbolda ise verilen bir pasa veya ortaya sut cekilmesi, vole
vurulmasi sonrasi topun dinamik davranisi, ilk degerleri sifir
olmayan bir sistemin darbe yaniti seklinde ele alinabilir.




ay” + by' + ey = u(t)

formunda diferansivel denklemler dogurur. Iste burada w(t) darbe
seklinde bir fonksiyvondur ve to—7 < t < to+7 araliginda cok blyuk

degerler alan ama diger tum zaman diliminde sifir degerini alan
bir fonksivondur. Simdi

to+T
I(r) & f w(t)dt

a—T

seklinde birintegral tanmimlayvalim. Aciktir ki to — 7 <t < to+ 7
araliginin disinda «(t) = 0 oldugundan

I(r) & /1 u(t)dt

yazilabilir. Bu integral aslinda darbenin blyikligl hakkinda bir
metrik tanimlar. Ornedin mekanik bir sistemde w(t) bir kuvvet

fonksiyonu ise, I(7), to — 7 < t < tg + 7 aralifinda toplam kuvvet
darbesi olarak adlandirilir.




Simdi ©zel bir durum olarak to = 0 kabul edelim ve u(t) isaretini
su sekilde tanimlayalim:

1

5= T < t < T
u(t) = d-(t) =

0 t< —7TVveyat =T,

Burada r cok kiiciik pozitif bir sabit olsun. Ilgili durum Sekilde
gosterilmektedir.

y = d.[t]
}

1
27

: i P
& i =
-

—

*-'.r = d.(t) grahgi |




1—0’ giderken, grafik: S :

y = d(t) gratigi T — 0

Aciktir ki bu durumda = nun degeri sifirdan farkh olacak sekilde
ne olursa olsun, I(7) = 1 olur. Simdi v yu giderek kiiciltelim.
Bu durumda aciktir Ki ]

IimI(r) =1

r—0

olur. Iste bu bizi ideal duruma gotiiriir. O da tam ¢t = 0 da genligi
bire esit olan ama diger tim zaman diliminde degeri sifira esit olan
bir fonksiyvondur. Iste bu fonksiyona birim darbe fonksiyonu
(unit impulse response) adi verilir. Biz ©zel olarak birim darbe
fonksivonunu 4(t) ile sembolize edecegiz. O halde 4(¢) icin su

ozellikler yazilabilir:




4(t) =0, t = 0,

/I- Ié{t}dt = 1.

Bu delta fonksiyonuna Dirac* fonksionu da adi verilir.

*Paul A.M. Dirac (1902-1984), Ingiliz matematikci ve
fizikcisi, 1933 senesinde Nobel odila aldi.(Kuantum mekanigi
lizerindeki calismalart nedeniyle.)

a(t), t = 0 icin tanimlanmis bir fonskiyondur. Ancak herhangi bir
to noktasi icinde dtelenmis olarak &(t—tg) seklinde de tanimlanabilir.
Bu durumda czellikleri

5(t —tg) = 0, t # to,

/ 6(t — to)dt = 1.




Simdi 46(t) fonksiyonunun Laplace donistimiinit bulmaya calisalim:
Aciktirki

LIo(t —tg) b= lim L{d.(t —1g)}. yazilabilir.
r—>0

= Iim/ e td (t — tg)dt
0

T—

to471
= Iim/ e S d (t — to)dt
to

T—{
—T

1 v 1 R

= lim — E!_Sttff'- =

r—0 27T —— 28T

t—=to—T

— |lm LE_SEG{:EST . E—sr:}
r—0 257

~sinh st _
= Iim g Sto
T—0 ST

Ancak 7 — 0, (sinhst/s7) tamimsizdir. Bu durumda limit ancak
L'Hospital kurall ile bulunabilir. Bu durumda




. sinhsT _, ~ scosh st
lim — % = |lim =R

r—0 8T r—0 8

Bu duruda aciktirkli

Ozel olarak t; = 0 kabul edilirse

Oornek: " (¢) + 5y/(t) + 4y(t) = u(t)

seklide yanimlanmis bir sistem icin w(t) = 2¢ %' ¢ > 0 seklinde
bir giris olsun. Sayet y(0) = 0 ve y'(0) = 0 ise sistem yamiti y(t)
ne olur?

elde aedilir.

2
s+ 2

Y (s)+ 5sY (s+ 4Y (s) =




2 _ 1 n 2/3 n 1/3
(s+2)(s+1)(s+4) (s+2) (s+1) (s+4)

Yi(s) =

elde edilir. Bu durumda

y(t) = —e "+ 2/3 "+ 1/3e™H t>0

seklide hesaplanir.
Perivodik Fonksiyonlarin Laplas Donudsumleri

Tamm (Periodik Fonksiyon:) Bir f(t) fonksiyonu
fE+7T)=f(t)

vt icin ise bu f(t) fonksivonu T = 0 periodiktir denir. Periodik
bir fonksiyonu tanimlamak icin genellikle pencereleme tektigi kul-
lanihir, soyleki:

(f(t), 0<t<T,
fr(t) = f(t)[1 —up(t)] = 4

LD, aksli durumlarda.




Burada fr(t) pencerelenmis fonksiyonu gostermektedir. fr(t) nin
Laplace donusumi ise

0 T
Fr(s) = f e S fr(t)dt = f e £(t)dt
0 0

Pencerelenmis yukaridaki fonksiyon ilk T sure icin tanmlanmistir.

Bu fonksiyonun k periyot kadar saga otelenmesi durumunda pencere-
lenmis fonksiyon

F(t—kT), KT <t< (k+ 1)T

fr(t — ET)upr(t) =
0, aksi durumlarda.

seklinde tanimlanabilir. Bu durumda [0, nT] sliresi icinde dtelenmis
fonksiyonlarin toplanmasi f,r seklinde gosterilebilir:

n—1
fr()) =) fr(t — kT)ukr(2).
k=0




frit)
) N\
T 2T (n—1)T nl’

Bu durumda fonksiyonun timi

F(E) = frt — nT)unr(t)

n=10

seklinde gosteriebilir.




Teorem f, [0,T] arahdinda parcal siirekli, T periyodik bir fonksiyon
olsun. Bu durumda

T
Fr(s e~sT f(t)dt
clf(t)) = 12 = f”l — T

Ispat: Biliyoruz ki
C{fr(t — kT ugr(t)} = e T2 L{ ()} = e eFp(s)

seklinde vazilabilir. Diger taraftan Laplace donusumunun lineer
olusundan dolavyi,

T n—1
Far(s) = / e S f(t)dt = Z C{fr(t — KT )wr () }
© k=0

n—1 n—1 . 1 — (E—ST)H
— Z e_kTSFT(E) = Frp(s) ; (E_ST) = Fr(s) 1 _ =1
k=0 i

Burada sT > 0 oldugu diisiinilirse e=I' < 1 olur. Bu durumda




1 —(e=")"  Fr(s)
1—esT 1—e=T

nl’
F(s) = lim f T f(£)dt = lim Fp(s)
]

N— —

Ornek: Asagidaki sekildeki fonksiyonun Laplas dontsumuant
bulunuz.

U

I

3

t, O<it <1,
F(t) =<

0, 1<t<?2

L

Sekildeki fonksiyonun periyodu 2 dir, T=2.




2 1 1 _ e % _—
Fr(s) = / E_Stf(f)di = f e 2' S
C 0 S

]_ — E_S L__:—s

F(s) = —
() s2(1 —e25)  s(1 —e2s)

OrnekZAgagldaki fonksiyonun ters Laplas dontistimunu hesaplayiniz
1l —e™*

s(1 — e—<s)
Cozum: Aciktirki paydada bulunan (1 —e2%) seklindeki terim bu

ifadenin periyvodik, hatta perivodununda T = 2 oldugunu ortaya
koymaktadir. Bu durumda

F(s) =

1] — e ¢ 1 e
=

Fr(s) = =

¥}




—1q 1 1€ "
L 1{:}» =1 ve £ - } = u1(t) oldugundan
1, 0<t<l,
f@t) = elde edilir.
0, 1<t<?

Son deger teoremi Bu teorem bir fonksiyvonun kararh hal degerinin
s-tanim bolgesinde hesaplanmasinda kullanilir. Sayet sY (s)'in
tum kutuplarn s-dizleminin solunda ise

lim y(t) = lim sY (s)
s—0

I— O




